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SUR LA THE´ORIE D’AHLFORS DES SURFACES
Julien Duval
Re´sume´. On revisite la the´orie d’Ahlfors de recouvrement des surfaces a` l’aide du
the´ore`me de Stokes.
Contexte.
On pre´sente la the´orie d’Ahlfors (voir par exemple [1], [2]) de manie`re asymp-
totique. C’est sa forme utile et les formules sont plus simples. Pour des rappels
sur les surfaces de Riemann on renvoie a` [3].
Soit fn : Σn → Σ une suite d’applications holomorphes non constantes entre
deux surfaces de Riemann compactes connexes Σn (avec bord) et Σ (sans bord).
On munit Σ d’une me´trique d’aire totale 1 qui induit via fn une pseudome´trique
sur Σn. Dans toute la suite on suppose que la longueur ln du bord de Σn devient
ne´gligeable devant son aire an.
Hypothe`se. ln = o(an).
On note . ou ∼ une ine´galite´ ou e´galite´ a` o(an) pre`s.
En conse´quence, si θ est une 2-forme sur Σ d’inte´grale 1 alors
∫
Σn
f∗nθ ∼ an. En
effet θ est cohomologue a` la forme d’aire ω, donc θ − ω = dα et par le the´ore`me
de Stokes
∫
Σn
f∗nθ − an =
∫
∂Σn
f∗nα qui est controˆle´e par ln. Une autre manie`re
d’e´crire ceci est
∫
Σ
dnθ ∼ an ou` dn(p) est le nombre de points dans f
−1
n (p).
Dans ce contexte la the´orie d’Ahlfors dit que fn se comporte presque comme
un reveˆtement ramifie´ de degre´ an. On a une ine´galite´ de Riemann-Hurwitz sur
les caracte´ristiques d’Euler.
Ine´galite´ asymptotique. χ(Σn) . anχ(Σ).
Une version relative de cette ine´galite´ donne le the´ore`me des ıˆles, qui est le
pendant ge´ome´trique de la the´orie de Nevanlinna de distribution des valeurs. On
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suppose ici que Σn est un disque et Σ la sphe`re de Riemann. Fixons trois disques
topologiques disjoints dans Σ et appelons ıˆle toute composante connexe de la
pre´image par fn d’un de ces disques sur laquelle fn est propre. Soit in le nombre
total d’ˆıles au-dessus des disques.
The´ore`me des ıˆles. in & an.
En particulier une telle suite ne peut e´viter trois points distincts. Par un ar-
gument longueur-aire (voir plus bas) Ahlfors en de´duit le the´ore`me de Picard,
l’absence d’application entie`re non constante a` valeurs dans la sphe`re de Rie-
mann prive´e de trois points. De la meˆme manie`re l’ine´galite´ asymptotique donne
l’absence d’application entie`re non constante a` valeurs dans Σ si χ(Σ) < 0.
On va voir que ces deux re´sultats proviennent du fait que fn se comporte vrai-
ment comme un reveˆtement non ramifie´ de degre´ an au-dessus d’un graphe Γ dans
Σ, quitte a` le perturber un peu.
E´galite´ asymptotique. χ(f−1n (Γ)) ∼ anχ(Γ).
Ici Γ est une re´union finie d’arcs γ se coupant transversalement. La perturbation
(de´pendant de n) s’obtient en de´plac¸ant un peu les arcs paralle`lement a` eux-meˆmes.
La pre´image f−1n (γ) d’un arc e´vitant les valeurs critiques de fn se scinde en bons
arcs (ceux se projetant home´omorphiquement via fn sur γ) et en mauvais arcs
(ceux rencontrant le bord ∂Σn). L’e´galite´ asymptotique re´sulte directement du
fait suivant.
Fait. Apre`s perturbation f−1n (γ) contient ∼ an bons arcs et o(an) mauvais arcs.
Pour ceci parame´trons un voisinage de γ par un rectangle fin horizontal R
du plan. Les perturbations de γ apparaissent comme des segments horizontaux
γt = π
−1(t) ou` π est la projection sur l’axe vertical. Le nombre de mauvais
arcs au-dessus de γt est estime´ par le nombre de points de fn(∂Σn) dans γt. Or∫
card(fn(∂Σn) ∩ γt)dt = long(π(fn(∂Σn) ∩ R)) ou` la longueur est compte´e avec
multiplicite´. Cette inte´grale est donc controˆle´e par ln et on peut trouver une
perturbation γtn avec o(an) mauvais arcs. Par le lemme de Sard on peut meˆme
supposer γtn transverse a` fn(∂Σn).
Regardons les bons arcs au-dessus de γtn . Rappelons que dn(p) = card(f
−1
n (p)).
Soit β une 1-forme a` support compact dans R ne de´pendant que de la variable
horizontale et d’inte´grale 1 sur γt. On va voir que
∫
γtn
dnβ ∼ an. Cela suffit
car ainsi dn & an en un point de γtn . Les mauvais arcs e´tant peu nombreux,
on a donc & an bons arcs au-dessus de γtn , puis ∼ an par l’estime´e inte´grale.
Montrons-la. Soit δ(t) une fonction d’inte´grale 1 a` support compact et δǫ =
1
ǫ
δ◦hǫ
l’approximation de l’unite´ correspondante en tn. On a β ∧ δǫdt− ω = dαǫ ou` αǫ
est une 1-forme uniforme´ment borne´e. Par exemple αǫ = α + (φ − φ ◦ hǫ)β ou` φ
est une primitive de δ et dα = β ∧ δdt−ω. Donc
∫
(
∫
γt
dnβ)δǫdt−an est controˆle´e
uniforme´ment par ln. Comme t →
∫
γt
dnβ est continue en tn (par transversalite´
de γtn au bord), l’estime´e s’obtient par passage a` la limite en ǫ.
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Pour le the´ore`me des ıˆles.
Voici comment le de´duire. On place un graphe Γ en forme de figure huit
dans la sphe`re de Riemann de sorte que chacune des composantes connexes du
comple´mentaire de Γ contienne un des disques topologiques. Par l’e´galite´ asymp-
totique χ(f−1n (Γ)) ∼ −an car χ(Γ) = −1. Soit Γn le graphe obtenu en supprimant
les mauvais arcs de f−1n (Γ). On a encore χ(Γn) ∼ −an. Le comple´mentaire
de Γn dans le disque Σn consiste en une composante connexe C0 touchant le
bord et d’un certain nombre de composantes connexes C a` l’inte´rieur de Σn.
Ne´cessairement χ(C0) ≤ 0 et χ(C) ≤ 1 car C0 a au moins deux composantes
de bord et C une. Par ailleurs, par construction chaque composante C con-
tient une ıˆle. En effet fn(∂C) ⊂ Γ, donc fn(C) couvre une composante du
comple´mentaire de Γ par le principe du maximum. L’e´galite´ en caracte´ristique
d’Euler χ(Σn) = χ(C0) + χ(Γn) +
∑
χ(C) donne 1 . −an + in.
Pour l’ine´galite´ asymptotique.
Elle suit le meˆme sche´ma. On prend pour Γ une dissection de Σ, i.e. un
bouquet de 2g cercles (si g est le genre de Σ) dont le comple´mentaire est un disque
topologique. On a χ(Σ) = χ(Γ)+1. On construit Γn, les composantes C0 touchant
∂Σn et C comme plus haut. Par l’e´galite´ asymptotique χ(Γn) ∼ anχ(Γ). Par
ailleurs le nombre de composantes C est au plus an. En effet une telle composante
se projette proprement sur le disque donc
∫
C
f∗nω = deg(fn|C) ≥ 1. L’e´galite´ en
caracte´ristique d’Euler donne χ(Σn) ≤ χ(Γn)+
∑
χ(C) . anχ(Γ)+an ∼ anχ(Σ).
Remarque.
On peut y ajouter un terme de ramification. La formule de Riemann-Hurewitz
pour fn|C donne χ(C)+ram(fn|C) = deg(fn|C). Soit rn =
∑
ram(fn|C). C’est la
ramification significative, celle loin du bord ∂Σn. Comme plus haut
∑
deg(fn|C) ≤
an. Donc χ(Σn) + rn . anχ(Σ).
Argument longueur-aire.
Rappelons pour finir comment une application entie`re non constante f : C→ Σ
produit une suite de disques concentriques dans C satisfaisant l’hypothe`se. On
note h|dz| la pseudome´trique induite par f sur C, a(r) l’aire du disque centre´ en 0
de rayon r et l(r) la longueur de son bord. En coordonne´es polaires a′ =
∫ 2π
0
h2rdθ
et l =
∫ 2π
0
hrdθ. Par Cauchy-Schwarz l2 ≤ 2πra′. Donc
∫
∞
1
( l
a
)2 dr
r
≤ 2π
a(1)
< +∞.
On en de´duit bien une suite rn telle que l(rn) = o(a(rn)).
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